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隊 伍 名 稱 : 星期一要交報告

作 品 名 稱 : 環環相扣-陀螺環調控設計與運動力學特性探討

科學概念 1 : 造成小環上升的主要原因--摩擦力

摩擦力是指當兩物體互相接觸時，在接觸面會產生阻止物體運動的

力，又分成三種摩擦力；通常受力物體在移動前，摩擦力會隨著施力大

小而改變，稱作靜摩擦力，當物體恰好移動時，會有最大靜摩擦力，而

移動之後所受的摩擦力又稱為動摩擦力。

本作品在實驗時，因為小環與大環之間的摩擦力會隨著轉動而有所

改變。

公式 : ⨏
𝑠
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𝑠
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科學概念 2 : 歐拉角

小環在環上運動時，不同於呼拉圈，有三個軸同時轉動，而呼拉圈

只有一個轉軸並且在運動時只有一接觸點稱為1PC ; 小環在運動時則有

雙接觸點稱2PC。而我們將小環的這三軸分別轉動之角度稱為歐拉角

(Euler angle)。對於在三維空間裏的一個參考系，任何坐標系的取向，都

可以用三個歐拉角來表現。本實驗選用的實驗室參考系，是靜止不動

的。而坐標系則固定於剛體，隨著剛體的旋轉而旋轉 (如圖 5)。當以𝑒
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壹、發想動機

我們研究陀螺環已有半年，實驗時常會需要測量小環的轉速，由於之前都是使用運

動攝影法，先將實驗影片錄下來，再用 Tracker 分析數據，過程中會花費大量的時間，

而且人為的失誤率也較高，因此為了提高數據的精確度以及操作更簡便的部分，所以我

們設計用Arduino來量測小環轉速。

陀螺環(如圖1)是由一個大環與六個小環組合而成，只要固定大環轉速，並給定小環

一個初速，小環就會上升到一定的高度，並且不停的轉動；在之前的研究中，我們發現

大環轉動的頻率與小環轉動頻率之間的關係成正比(如圖3)，也就是當大環轉越快的時候

，小環轉速也會跟著提高。不過，由於我們在實驗過程中發現當小環在陀螺環上進行實

驗時須考量許多複雜的控制變因，所以本作品利用鐵桿來簡化此實驗，以小環在鐵桿上

的下落速度當作大環的上升速度，並透過不同的鐵桿傾斜角度來模擬小環位於大環上的

不同位置。

圖1 陀螺環裝置圖 圖2 直線鐵桿裝置圖 圖3 小環在大環上不同角度之示意圖

圖1中 ，1：大環，2：小環，3：大馬達，4：滑輪

圖2-1中，將小環在大環上的切線角度，類比於在鐵桿上的傾斜角度

本實驗我們希望研究的變因為探討鐵桿傾斜

角對於小環轉速與下降速度的影響、小環在鐵桿

上及陀螺環上有何區別。

一、 鐵桿和圓環上不同傾斜角對小環轉速及

下落速度之影響

二、 小環在鐵桿上以及在陀螺環上的轉速與

下落速度有何差別

三、分析鐵桿上小環轉動及近動之關係 圖 4 大環與小環頻率關係圖

依據圖3，當給定大環一固定頻率後，小環也會以穩定的頻率在大環上旋轉，兩者的

比例約為46.4。

本實驗的最終目標是希望利用 Arduino提高實驗的效率及精確性，並進一步並進一

步建立起陀螺環的完整運動模型。
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貳、作品創意性

本實驗在研究題目上選擇的是一種常見的教具，雖然常見，但在作為一個研究題

目在台灣卻是十分罕見，更遑論是對陀螺環進行系統性的研究。

1. 通常使用陀螺環都只是用手轉大環(提供持續轉動的能量)，並拍打小環(提供初速)，

而不是利用大馬達固定輸出轉速，再用小馬達，每次提供小環一樣的初速。

2. 在實驗中我們用了兩個 Arduino 的裝置，一個控制小馬達轉動，一個則是偵測小環

轉動的資訊，輸出轉速。

3. 偵測小環轉動的 Arduino ，我們採用的是紅外線接感器，透過兩個放置於上、下兩

處的感應器來偵測小環的訊號並進一步得出小環的頻率與下降速度。

參、硬體及電路架構圖及實驗原理

當小環在鐵桿上旋轉時，小環的轉軸會因鐵桿給予的側向動摩擦力(與轉動方向相

反)而改變方向，也就是所謂的進動現象，假設給予質量為M，內徑為 r 的小環一個初始

的角速度ω，其向心力可用下列公式計算:

𝐹
𝑐

= 𝑀𝑟ω2

此外，由於在本實驗中小環所受向心力為鐵桿給予的正向力

，因此可求得最大靜摩擦力

𝑓
𝑠

= µ𝑁 = µ𝑀𝑟ω2

而當 時 圖5 小環受力分析圖µ𝑀𝑟ω2 > 𝑀𝑔

小環接觸點靜止不動，同時，小環的轉軸則因摩擦力造成的力矩而改變方向

𝐾' = 1
4 𝑀ω2(𝑅2 + 𝑟2)

轉動與進動的關係

設小環在轉動時與鐵桿的接觸點為 , 其速度是利用進動的速度與小環自身的切線速度相𝐴

加來計算。其中 為接觸點A的速率 (m/s)， 為小環內徑， 為小環旋轉速率。 為𝑉 𝑟 ω
𝑠

ω
𝑝

小環進動速率。 為小環質心到接觸點A的向量與小環水平面的夾角。φ
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為小環質心到接觸點A的向量大小。 為小環質心到接觸點A的向量在水平軸上投影向𝑋 𝑎

量的距離。 為 向量與 向量的夾角。θ ω
𝑝

ω
𝑠

因此，我們可推得:

𝑉
𝐴

= 𝑎ω
𝑝

− 𝑟ω
𝑠

其中

𝑎 = 𝑥𝑐𝑜𝑠(θ + φ)
𝑥 = 𝑟 𝑠𝑒𝑐(θ)
將兩參數帶入後可得出:

𝑉
𝐴

= 𝑥 𝑐𝑜𝑠(θ + φ)ω
𝑝

− 𝑟ω
𝑠

圖6 小環轉動分析圖𝑉
𝐴

= 𝑟 𝑠𝑒𝑐(φ) 𝑐𝑜𝑠(θ + φ)ω
𝑝

− 𝑟ω
𝑠

若忽略小環厚度，則 趨近於 0，sec(φ)=1，而當小環再桿上為滾動無相對滑動時φ
帶入上列兩式後，得出:𝑉

𝐴
= 0

𝑟 𝑐𝑜𝑠(θ)ω
𝑝

= 𝑟ω
𝑠

ω
𝑠

= 𝑐𝑜𝑠(θ)ω
𝑝

理論得出小環旋轉速率和進動速率的比值為小環傾角之餘弦值。

實驗裝置

圖7 實驗裝置1

(1)陀螺環 (2)滑輪 (3)大馬達 (4)直流電源供應器 (5)可調式電壓接微型馬達

3



圖8 實驗裝置2

(1)可調式電壓接微型馬達 (2)自製小環 (3)鐵桿 (4)紅外線感測器 (5)Arduino面板 (6)角度

一、控制馬達轉速

本實驗利用馬達驅動器(L293D)並外加電源來控制直流馬達，驅動器根據 Arduino

的信號給馬達供電，提供小馬達的初速。

圖9 小馬達電路圖 圖10 小馬達線路圖

Arduino程式碼
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圖11 馬達驅動器 Arduino 程式說明

二、量測轉速

本實驗利用 Arduino 的和紅外線傳感器，具有一對紅外線發射與接收管，發射管

發射出一定頻率的紅外線，當檢測方向遇到障礙物（反射面）時，紅外線反射回來被接

收管接收，經過比較器電路處理之後，綠色指示燈會亮起。將感測器至於桿子上端，當

期感到小環下落時，用程式time = millis()直到至於下方的皆感器感測到小環經過，時間計

時。利用此方式來計算小環下落速度並與大環轉速做比較。利用此方式測量時間能得到

更準確的數據。

圖12 紅外線傳感器電路圖 圖13 紅外線傳感器
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圖14 紅外線傳感器 Arduino 程式說明

流程圖

圖15 實驗流程圖
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肆、作品成果說明

圖16 不同傾斜角度鐵桿與小環轉速關係圖

由圖16可知，當鐵桿傾斜角度增加時，小環的轉速也會隨之上升，且小環的半徑越大，

其轉速也越大，我們推測這是由於半徑較大的小環所受的力矩較大，導致其轉速比較快

，至於鐵桿傾角對於轉速的影響我們會在後面做進一步說明。

圖17 不同傾斜角度鐵桿與小環下降速度關係圖

由圖17可知，當鐵桿傾角上升時，小環的像降速度有隨之增加，這是由於小環所受的下

滑力為mgsin，其中為鐵桿傾角，當角度上升時，其下滑力上升，導致其下落速度增加，

此外，根據圖8的結論可知小環半徑與小環轉速有關，又小環轉速會影響下落速度(詳見

P9的說明)，因此可驗證圖9中下落速度與小環半徑呈正相關。
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圖18 小環在鐵桿與圓環上的移動速度關係圖

由圖18可知，在鐵桿傾斜30、45、60度時小環的下落速度皆與圓環在同樣角度時

維持小環位置所需的上升速度接近，故可證明小環在圓環上所需的頻率可類比到鐵桿上

小環的下降速度。至於傾斜90度的下落速度雖然有數據差異，但我們推測這是小環在鐵

桿開始進動的時間較晚所導致，因此不影響實驗結果。

圖 19 小環在鐵桿與圓環上的轉速關係圖

由圖19可知，小環在鐵桿上與在大環上的轉速皆與其角度呈正相關，且兩者的斜率十分

相近，雖然兩者截距有差，但我們推測這是由於兩者的厚度不同所導致。
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圖20 不同傾角的鐵桿對小環轉速的影響 圖21 不同傾角的鐵桿對小環進動頻率的影響

藉由比對圖20、21可知，半徑較大的小環轉速相對較快，但是其進動頻率則是小於半徑

較小的小環。

此外，小環的轉速及進動週期皆與傾斜角度有關，兩者皆是隨著角度上升而增加，其中

小環轉速與傾角的斜率(按半徑順序)分別為0.023(轉/度)及0.031(轉/度)，進動頻率與傾角

的斜率為0.081(HZ/度)及0.045(HZ/度)。

綜上所述，我們發現當傾斜角度增加時，小環的轉速及進動頻率皆會增加，我們

認為這是摩擦力給予小環的力矩所造成的，其中，在小環下落時受向上的靜摩擦力 而𝑓
1

產生側向的力矩 ，除此之外，小環也到受旋轉時鐵桿側面摩擦而有側向的動摩擦力τ
1

𝑓
2

，並造成一個向上的力矩 ，而 正是造成進動的主因。τ
2

τ
1
、τ

2

而轉速之所以受傾角影響是因為小環與鐵桿的接觸點所受的是靜摩擦力( )，其𝑓
1

值相等於所受的外力，也就是 ，換言之，當 值隨角度上升而增加時，靜摩擦𝑚𝑔𝑠𝑖𝑛θ 𝑠𝑖𝑛θ
力隨之增加，進而造成 上升，使轉速增加。τ

1

而進動則是同時受 、 影響，雖然 為靜摩擦力造成，但由於 的變動，造成τ
1

τ
2

τ
2

τ
1

進動頻率也隨著角度變化而改變。

此外，本作品所有實驗所提及的轉速都是在小環穩定轉動時測量的，因此小環的

初始轉速對實驗的結果影響不大。

應用:

我們未來預計使用厚度更薄的小環來進行實驗，除了使大環與鐵桿上的數據更為

接近之外，也希望能進一步探討接觸點的模式，屆時，Ardunio除了可以運用在測量轉速

上，相信也能幫助我們將進動的數據更加精進。
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